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Ausgehend yon einer von Klemm aufgestellten Hypothese 
fiber das Zustandekommen des Hae]]ner-Effekts konnten unter  
Berficksichtigung der ,,chemischen Kr~fte", die in einer yon 
Gleiehstrom durchflossenen Metallschmelze auftreten, Beziehun- 
gen abgeleitet werden, die den EinfluB yon Stromdichte und 
Temperatur auf die Gr58e des Hae]]ner-Effekts beschreiben. Es 
wurde gefunden, dab als Ursache ftir den Hae]]ner-Effekt Unter- 
schiede von ~cibungskoeffizienten und Ionisierungsgraden anzu- 
sehen sind. 

Starting from a hypothesis developed by Klemm about the 
Hae/]ner effect and considering the "chemical forces" which 
appear in a molten metal when direct current is passing, relations 
could be derived which describe the influence of current density 
and temperature upon the Hae]]ner effect. I t  was found that  
the Hae/]ner effect is caused by differences of coefficients of 
friction and by differences of degrees of ionisation. 

I m  Jahre  1953 l and  Hae/]ner 1, ~, dab beim langdauernden  Durchgang 
yon  Gleichstrom hoher Stromdichte  durch Queeksilber ein Isotopieeifekt  
feststellbar wird. Dieser ~uBert sich darin,  dab sich die leichteren Isotope 
des Metalls anodenseit ig u n d  die schwereren kathodensei t ig  anreichern.  

* Herrn Univ.-Prof. Dr. ~ .  Wessely zu seinem 70. Geburtstag mit  den 
besten Glfickwfinschen gewidmet. 

** Auszug aus der Dissertation G. Bauer, Teehnische Hochschule Wien, 
1966. 

1 E. Hae]]ner, Nature 172, 755 (1953). 
E. Hae]]ner, Th. S~6born und S. Lindhe, Z. Naturforseh. l l a ,  71 (1956). 
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Seither kormte das Auftreten des gleiehen Effekts aueh bei einigen an- 
deren fliissigen bzw. gesehmolzenen Metallen wie Gallium 3, a, Indium 5, 6, 
CadmiumL s, Rubidium 6, Kal ium 6, 9, Lithiumi0, il, Zink 7 und Zinn 7 
festgestellt werden. Das Ergebnis all dieser Untersuehungen - -  dag sieh 
die leiehteren Isotope an der Anode anreiehern - -  ist iiberrasehend, weil 
man bei dem schon viel friiher untersnehten Isotopieeffekt, der bei der 
Elektrolyse yon SMzlSsungen oder Salzsehmelzen auftritt,  gerade das um- 
gekehrte Ergebnis beobaehtet  hat. 

Unter  mehreren Ans~tzen zur Theorie des Haej /ner -Ef fek t s  l~-i~ 
diirfte eine yon K l e m m  ~4 aufgestellte t typothese die Transportvorggnge 
beim Dnrehgang yon Gleiehstrom durch fltissige Metalle am zutreffendsten 
besehreiben: K l e m m  nimmt znngehst an, dab es in einer Metallsehmelze 
,,bewegliehe" und ,,unbewegliche" Ionen gibt. Indem er dann Beziehungen 
zwisehen den elektrisehen Krgf ten und den geibungskr/iften auswertet, 
die fiir ein aus zwei Isotopen mit  den vier Komponenten  : leichte bewegliehe 
Ionen, schwere bewegliehe Ionen, unbewegliehe Ionen und Leitungs- 
elektronen bestehendes, yon Gleiehstrom durehflossenes Modellmetall 
aufgestellt werden k6mlen, gelangt er zu folgender Erkls des 
Hae/ /ner-Ef fek t s :  ,,Die Elektronen werden, da sie in den geordneten 
Bereichen wenig Widerstand linden, bevorzugt an den bewegliehen Ionen 
reflektiert, weil diese fehlgeordnet sind oder weil bei der Reflexion 
bewegliehe Ionen entstehen. Deshalb werden die bewegliehen Ionen 
zur Anode versehoben, die unbeweglichen, geordneten Ionen zur 
Kathode" .  Da zu den beweglichen Ionen alle vorhandenen Isotope 
einen Beitrag liefern, werden die leichteren unter ihnen wegen ihrer ge- 
ringen Masse schneller zur Anode wandern als die schwereren, so dab im 
Endeffekt eine Anreieherung der leichteren Isotope an der Anode fest- 
stellbar ist; die sehwereren Ionen werden zur Kathode bin verdr/~ngt. 

In  der vorliegenden Arbeit wird versueht, ausgehend yon den Uber- 
legungen Klemms,  aber unter Beriicksiehtigung der ,,ehemisehen Kr/ifte" 

3 G. Nie] und E. Roth, C. r. hebdomad. S~. Aead. Sei. 239, 162 (1954). 
M. Goldman, G. hTie] und E. Roth, C. r. hebdomad. S~. Acad. Sei. 243, 

1414 (1956). 
5 A.  Lodding, A .  LundSn und H. v. Ubisch, Z. Natufforsch. l l a ,  139 
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z** zu Beziehungen zu gelangen, die die Einflfisse der Parameter Strom- 
diehte und Temperatur auf die GrSl~e des Trenneffekts besehreiben. Die 
chemischen Krgfte, die dutch Anderung des Isotopenverhgltnisses tgngs 
des elektrisohen Feldes auftreten, hat Klemm nieht bertieksiehtigt; seine 
ETberlegungen gelten daher streng nur unmittelbar naeh Anlegen der 
elektrischen Spannung, also zu Versuehsbeginn. Die chemisohen Krgfte 
gewinnen aber mit fortsehreitender Versuehsdauer immer mehr an Be- 
deu~ung und m~ssen zur Behandlung des oben gesteltten Problems be- 
rfieksichtigt werden. 

Kurz vor der Ver5ffentliohung Hae[]ners 1 iiber den spgter naoh ihm 
benannten Isotopieeffekt erschien yon Klemm eine theoretisehe Arbeit 
fiber die ,,Thermodynamik der Transportvorggnge und ihre Anwendung 
auf isotopenhaltige Salze und Metalle" 15 

Entnimmt man dieser Arbeit die GI. (4), (5) ** und (14) und kombiniert 
sie miteinander, so erhglt man eine allgemeine Beziehung zwischen den 
elektrischen Krgften einerseits und den ehemisehen sowie den Reibungs- 
krgftell andererseits, die in einem von Gleichstrom durohflossenen Mehr- 
komponen~ensystem auf eine bdiebig herausgegriffene Komponente i 
wirken. Dabei sind die elektrisohen Krgfte die Ursaehe ffir das Entstehen 
eines Konzentrationsuntersehiedes, wghrend die ehemisehen und die 
Reibungskrgfte dem entgegenwirken. ]Die Beziehung lautet : 

:~ z~ ~ F grad q~ ~- _RT grad In Y~ -~ ~ grad In Ye + 
k 

§ (w~--w~); k =  1 , 2 , . . . ,  n; k # i. (1) 
k 

R = allgemeine Gaskonsunte, T = absolute Temperatur, y = Molenbruch, 
] = Aktivitgtskoeffizient, z = elektrochemisohe Wertigkeit, ~ = Ionisierungs- 
grad, F = Faradaysche Konstanfe, ~ = elektrisehes Potential, rt~ = Koef- 
fizient der Reibung zwischen den Komponenten i und k, w = Gesehwin- 
digkeit. 

* Der Ausdruck ,,ehemisohe Kraft" wird in der vorliegenden Arbeit als 
Bezeichnung fiir den Gradienten des auch yon Klemm verwendeten chemischen 
Potenfials ~ eingeftihrt. Es gilt die Definitionsgleichung: 

~ -- grad  ~x~ = R T  grad  In ~'~ + L . . / ~  grad In Yk ; k = l , 2  . . . . .  n ;  k:/=i.  

k 

** G1. (5) ist feh le rhaf t  und  wurde  yon K l e m m  in einer spgteren Ver6ffent- 
l iehung 14 rieh~iggestell t  zu : 

grad  ~ = ~ T  g r a d l n  Y~+ ~ g r a d l n y ~  

k 

15 A .  K l e m m ,  Z.  Naturforsch.  8a ,  305 (1953). 
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Das negative Vorzeichen des Terms der linken Gleichungsseite gilt 
fiir positiv (!) geladene Teilchen und umgekehrt. 

Es sei zun@hst die Frage naeh der Umache [i~r den Unterschied der 
Wanderungsgeschwindigkeiten der verschiedenen Isotope in einer yon Gleich- 
strom durchflossenen 1V[etMlschmelze behandelt. Dazu geht man yon der 
Modellvorstellung Klemms, einer aus leichtem Isotop 1 und schwerem 
Isotop 2 mit den vier Komponenten: leichte bewegliche Ionen lb, schwere 
bewegliche Ionen 2b, unbewegliche Ionen u und Leitungselektronen n 
bestehenden Metallschmelze aus und stellt fiir jede dieser Komponenten 
die entsprechende Kr/iftegleichung (1) auf: 

0 In hb In 
- -  Zlb ~lb F grad ? = RT grad In ylb q- 0 in y2~-~ grad y2b + 

In fib grad In y .  q- 0 In hb ) 
+ 0 In y~ 0 In yn grad In y= + rlb2b y2b (Wlb - -  W2b ) @ 

.Af_ rlbu Vu (Wlb __ Wu ) ~_ rlbn Yn (Wlb --Wn),  (2) 

grad In ylb + 
In hb 

- -  z2b ~2b F grad ? : RT grad In y2u + 3 ln-~ylb 

grad In yu + 01n f2b grad In yu) + r2blb ylb (w2b --Wlb) + 01n /~b 
+ ~ln V~ 01n 7~ 

+ r2bu ~'u (W2b - -Wu)  -~- r2b= ~'n (W2b --Wn), (3) 

~ In ]u In 
- -  Zu ~u F grad ? = RT grad In yu -~- c~ In yl-~b grad ylU + 

aln /u 
grad ln y2b -+- a ln /,, grad In y=)q- r . lu  Ylu ( w . - - w l b )  q- 

+ a In yz~---b ~ In yn 

-{- ru2b '~2b (Wu - -  W2b) -~- run '~m (Wu - -  Wlt), (4) 

~ In In in zn ~n F grad ? : RT grad In yn + ~ In yl~-b grad "flu + 

In/it ) Oln/n grad lny2b @ - -  grad In yu -t- rnlb ylb (Wn--  Wlb) -~- 
+ ~ In  Y2-~-b 0 In  y u  

! 

-t- rn2b ~'2b ( W n -  W2b) @ rnu yu (Wn--Wu). (5) 

In den folgenden Rechenschritten werden die G1. (2) bis (5) verein- 
facht, wobei auch einige N/~herungen eingefiihrt werden. 
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Der  M o l e n b r u e h  der  unbeweg l i chen  I o n e n  u n d  der  der  L e i t u n g s e l e k t r o n e n  
s ind  zu j ede r  Zei t  in  a l len V o l u m s e l e m e n t e n  gle ich:  

g r a d  In 7 ,  = 0, (6) 

g r a d  In yn = 0. (7) 

Def in ie r t  m a n  den  A k t i v i t g t s koe f f i z i en t en  einer  K o m p o n e n t e  i n a c h  Jos t le :  

a gr~ (8) 
]~ = exp  R T  

(A H i  = par t ie l le  mo la re  Mischungswgrme  ffir die K o m p o n e n t e  i) r ind n i m m t  
m a n  in u n s e r e m  Beispie] des aus  zwei I s o t o p e n  b e s t e h e n d e n  Metal ls  diese 
par t ie l le  mo la re  Misehungswgrme  nghe rungswe i se  ats yo re  Mischungsver -  
h~ l tn i s  unabh~ingig  an,  so e rg ib t  s ich :  

~ l n ] ~  ~ 0 .  ( 9 )  
In T~ 

Die e l ek t rochemischen  W e r t i g k e i t e n  al ler  I o n e n  eines Metal ls  s ind  gleich, die 
L e i t u n g s e l e k t r o n e n  s ind  e inwer t ig ;  m a n  k a n n  d a h e r  s eh re iben :  

2:1b = Z2b = z .  = z ,  ( 1 0 )  

Zn = 1.  ( 1 1 )  

Bez ieh t  m a n  die Geschwind igke i t en  al ler  K o m p o n e n t e n  - -  na t f i r l i eh  in  de r  
g i c h t u n g  des e l ek t r i schen  Fe ldes  b e t r a c h t e t  - -  auf  die Gesehwind igke i t  de r  
L e i t u n g s e l e k t r o n e n ,  so g i l t :  

Wn = 0. (12) 

Def in ie r t  m a n  n o c h  eine mi t t l e r e  Geschwind igke i t  der  bewegl iehen  I o n e n :  

Wlb @ W2b 
w (13) 

2 

Wlb = w + A w / 2 ,  (14) 

W 2 b =  w - Au,/2 (15) 
m i t  

A w  = Wlb -- w2b, (16) 

so l a u t e n  j e t z t  die G1. (2) bis  (5) u n t e r  Ber f ieks ieh t igung  des Saehve rha l t e s ,  
dal3 die b e i d e n  Ind ices  de r  ~ e i b t m g s k o e f f i z i e n t e n  ohne  wei teres  v e r t a u s c h b a r  
s ind (ri~ ~ rki): 

-- 2: ~lb F grad  q~ = R T  g rad  In ylb  @ rlb2b y2b A ~/2 -]- 

+ r lba  7u (w + A w / 2  -- wu) + r lbn  7n (w + A w / 2 ) ,  (17) 

-- z ~2b 2 '  g r a d  ~ = R T  g rad  In yeb - -  r l b / b  ylb A w -}- 

@ r2bu yu ( w - -  A w l 2  - -  Wu) ~- r2bn yn (W--  AW/2), (18) 

16 W .  Jost ,  Diffusion,  F o r t s e h r i t t e  der  Phys ik .  Chemie,  Bd.  1, Seite 104, 
S te inkopf f -Ver lag  D a r m s t a d t  (1957). 

mad s e t z t m a n :  
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z ~u F g r a d  9 = r l b u  ~ l b  (w ~- A w ] 2  - -  Wu) -~ r 2 b u  y 2 b  ( w  - -  A w / 2  - -  w u )  - -  

- -  run yn wu, (19) 

-- ~n F grad 9 = rlbn ~/lb (w -~ Aw/2) § r2bn T2b (w -- Aw/2) + 

+ ru= ~'u w~. (20) 

Eine  Xnderung  des Iso topenverh/ i l tn isses  lgngs des e lekt r i schen 
:Peldes k a n n n u r  dureh  einen Unte r sch ied  der  Gesehwindigkei ten  wlb und  w2b 
(A w # 0) erfolgen. Die Gesehwindigkei ten  wlb und  W2b sind aber  n ich t  
bes t immbar ,  denn  jede Gesehwindigkei t smessung ~dirde grunds~tz l ieh  
ftir jedes  I so top  nu r  eine mi t t l e re  Gesehwindigkei t ,  die aus den  Geschwin- 
d igke i ten  des bewegl iehen und  des unbewegl ichen Antei ls  des be t ref fenden 
i so tops  resnl t ier t ,  ergeben.  Es  ist  daher  zweekm/~gig, solehe mi t t l e re  
Geschwindigkei ten  w 1 fiir das  le iehte  und  w2 fiir das  sehwere I so top  ein- 
zufiihren. 

Sie seien mater Beriicksiehtigung der , ,Gewiehte" der Gesehwindigkeiten, 
die dureh die entspreehenden Molenbriiehe ausdriiekbar sind, folgendermagert 
definiert : 

W l b  "~'lb + q/;u y l u  
wl = , (21) 

ylb + ylu 

W2b y2b  -~- Wu y2u  
w2 = (22) 

y2b + y2u 

~.'lu = Molenbrueh des unbewegliehen Anteils des leichten Ions;  
~'2u = Molenbrueh des unbewegliehen Anteils des sehweren Ions;  

es gilt die Beziehung: 

ylu + y2u = yu. (23) 

Aus den G1. (21) und (22) erhi~lt man unter  der Annahme, dug der Anteil  an 
bewegliehem Ion f(ir beide Isotope gleich ist, was dutch die Beziehung: 

~ l b  : y l u  ~ ~'2b : ~2u  ~ 'yb : ~ u  (24) 

(% = u + u = Molenbruch aller beweglicher Ionen) ausgedr~ickt werden 
kann, den Zusammenhang:  

-~b (25) w l - w 2 = A w  ~ b §  

Man k a n n  nun  fiir A w un te r  Verwen4ung  der  G1. (17) bis (20) einen 
Ausd ruck  l inden,  der  sich mi t  phys ika l i schen  Vors te l lungen ve rb inden  
1/~gt. Se tz t  m a n  diesen Ausd ruck  dann  in GM c hung  (25) ein, so erh/~lt 
m a n  die LSsung der  zun/ichst  ges te l l ten  Frage .  



1072 G. Bauer  u n d  A. Masehka:  [Mh. Chem., Bd. 98 

Zur Auf f indung  dieses Ausdruel~s stellt  m a n  folgende Uber legungen a n :  
Auf Grund  der Elektroneutrali t /~t  gelten die Beziehungen:  

~lb y lb  -~- ~2b `(2b -~ ~u `(u = ~n (`(b -[- `(u), (26) 

z (`(b + `(~) = `(.. (27) 

G1. (26) 1/iBt sich mi t  der N/~herung ~lb ~ ~2b : ~b vereinfachen und  ergibt 
nach  U m f o r m u n g :  

~b `(b @ `(u ~n -- `(u ~u. (28) 
`(b yb 

Aus den G1. (19), (20), (27) u n d  (28) erhS~lt m a n  n~eh Einf i ih rung  folgender 
Vereinfachungen : 

den Ausdruek :  

q~lbn ~ ~'2bn = ~bn, 

/ ' lbu ~ 7"2bu : rbu,  

A w ~ w ,  

A w ~ w - w u  

- -  z ~b F grad ~ = rbn yn w + rbu u (w -- Wu). 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

Aus den G1. (17) u n d  (18) ergibt sich un te r  Verwendung der G1. (29), (30) u n d  
(33) die Beziehung:  

A W =  ?'Ib2b ` ( b ~  7"bu~u@Tbn`(n - - - ~ b - - +  ~u~ ] 7"bu ̀ (u (W --  WU) -~- 

_{_ (~lb  - -  ~2b r2bn - - r l b n  t h~`(Xb 1 (34) 
~b- § rbn- ] rbn ̀ (n w - -  R T  grad ~ ] .  

I n  dem gesuehten Ausdruck fiir w I - -  w 2 - -  s. GI. (25) - -  k a n n  n u n  A w en$- 
sprechend G1. (34) subs t i tu ier t  werden;  es isb zweckm/~Big, im Term ( R T  grad 
In `(1 b/`(z b) an  Stelle der Molenbriiche der leiehten und  sehweren bewegliehen 
I o n e n  die Molenbriiche der leiehten u n d  schweren Ionen  - -  also n icht  n u t  
ihrer beweglichen Antei le  - -  zu setzen. Sic sind wie folgt definiert  : 

`(1 = `(lb + `(tu,  (35) 

"(2 : 72b + 72u.  (36) 

Fi i r  das Verh/~lmis Tlb/Y2b folg~ daraus  mi t  G1. (24): 

ylb ~ y1 . (37) 
`(2b "{2 

Mi t  den  G1. (34) u n d  (37) n i m m ~  G1. (25) die F o r m :  

yb ~- yu . 1 
W 1 - -  W 2 = 

"~b Tlb2b "1% -~- rbu yu -[- rbn y n  

[ ( ~ l b  - -  ~2b r2bu - -  r lbu  ) 
�9 ~b -[- r b u - -  rbu y u  (W - -  Wu) -~- 

_~. ( ~ l b -  ~2b r2bn---r,bn)rbnynw__RTgradlnYl ] (38)  
a n .  " ~b @" rbn l y2J  
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G1. (38) soll nun im I-Iinblick auf die zun ichs t  gestellte Frage  4iskutiert  
werden:  Stellt mun sich eille ]anggestreckte, prakt isch ein4imensionale 
Schmelze vor  un4  be t rachte t  m a n  Teilchen (Elektrouen, Ionen  des leichten 
und  des schweren Isotops  - -  sowohl bewegliche als ~uch unbewegliche - - ) ,  
die im Augenblick des Einschaltens des elektrischen Stromes (Zeit t = 0) 
die gleiche Ortskoordinate (~ ---- 0) haben, so haben  zur Zeit t = 1 die 
Leitungselektronen den grSl~ten Weg a n und  die unbeweglichen Ionen  den 
kleinsten Weg - -  ni~mlich 4ert Weg null (a~ = 0) - -  zuriickgelegt (vgl. 

L=Y ~ =0 

i 

.4/zode 

I!fflb-I- ~" "~15 

I 

Or/3kao/'d/o3/e ~ - -  

t 

Abb. I .  Graphische Darstel lung der verschiedenen Geschwindigkeiten 

Abb. 1). Der Abs tan4  zwischen den zur Zeit t = 0 an 4er Stelle ~ ~ 0 
gewesenen Elekt ronen und  den unbeweglichen Ionen  - -  somit die l~elativ- 
geschwindigkcit  Wu, mit  der sich die unbeweglichen Ionen  yon  den Lei- 
tungselektronen , ,Iortbewegen" - -  ist daher  am gr6l~ten. Kleiner sind die 
t~elativgeschwindigkeiten Wib und  W2D der beweglichen Ionen  des leichten 
und  des schweren Isotops  entsprechen4 ihren in der Zeiteinheit zuriick- 
gelegten Wegen aib un4  a2b. I n  der graphischen Darstcl lung (Abb. 1) sind 
~ufterdem noch die durch die G1. (13), (21) und  (22) 4efinierten Geschwin- 
digkeiten w, w I uncl w 2 eingezeichnet. (Dabei waren die Beziehungen wib 

w 1 ~ w u un4  W2b ~ w 2 ~ w u zu beriicksichtigen.) Daraus  ergeben sich 
ohne weiteres die Vorzeichen der in G1. (38) auf t re tenden Geschwin- 
digkeitsdifferenzen w x --- w 2 und  w - -  w~: 

W l -  w~ ~ O, (39) 

w - - w ~  < O. (40) 

Durch  das ,,Vorauseilen" des schweren Isotops  gegeniiber dem leichten 
t r i t t  eine Vergr6l~erung des Isotopenverh~ltnisses 71/Y2 im Bereich ~ ~ 0  
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ein. Dieser Sachverhalt ist in Abb. 1 unten dargestellt. Es gilt also zur 
Zeit t ~ 0: 

grad In Y~ ~ 0. (41) 
y2 

Der Term ( - -  R T  grad In YI/Y2) in G1. (38) ist also gem~l~ G1. (41) posi- 
tiv. Ein Anwachsen des Isotopenverh/iltnisses Y1/Y2 hat  daher unter der 
Voraussetzung, dab die Ionisierungsgrade und Reibungskoeffizienten, 
die Molenbriiche Yb, Yu und Yn sowie die Geschwindigkeiten w und w u 
unabh/ingig vom Gradienten des Isotopenverh/~ltnisses sind, zur Folge, 
dab der Geschwindigkeitsunterschied w 1 - -  w~, der gem/~13 G1. (39) negativ 
ist, gegen null geht. Es mul~ also mit der Zeit ein Zustand erreicht werden, 

]4/ 

/ 
/ 

o y~o' Z/z g/~ - 

Abb, 2. Abh~ngilkeiD des Geschwindigkeiten Wlb und Wlb yore Gradienten des Isotopenverh~ltnisses 

in dem die Gesohwindigkeiten beider Isotope praktisoh g]eioh sind 
( w l -  w2 ~ 0). 

Es soll nun iiberlegt werden, ob die oben getroffenen Annahmen 
richtig sind: Die Ionisierungsgrade und Reibungskoeffizienten sowie der 
Molenbruch YH und die Geschwindigkeit w~ sind offensichtlich yore Iso- 
topenverhi~ltnis unabh/~ngig. Das g]eiche gilt ffir die Molenbriiche Yb und 
yu,, wenn man die Gfiltigkeit yon G1. (24) voraussetzt. Die Geschwindigkeit 
w ist nach G1. (13) das arithmetisehe Mittel der Gesehwindigkeiten Wib 
und W2b, die sich beide mit dem Gradienten des Isotopenverhi~ltnisses 
/~ndern, und zwar etwa so, wie es in Abb. 2 dargestellt ist. 

Dieser Gradient zeigt an, dab eine Entmischung eingetreten ist; daher 
werden riicktreibende Tendenzen auftreten, um den ursprfinglichen Zu- 
stand wiederherzustellen. Sie ~ul~ern sich darin, dal~ die gr61~ere Geschwin- 
digkeit kleiner und die kleinere Geschwindigkeit grSfter wird; wenn diese 
~nderungen en tgegengese t z t  g le ich  sind, dann ist die mittlere Geschwindig- 
keit vom Gradienten des Isotopenverhiiltnisses unabh/ingig. 

Der Ausdruck (r2b n - - r l b n ) / r b n  stellt den relativen Unterschied der 
Koeffizienten der Reibung der schweren und leiehten bewegliehen Ionen 
an den Leitnngselektronen dar. ~aeh  K l e m m  1~ ist der Reibungskoeffizient 
zweier Teilchen proportional deren reduzierter Masse: 

rlb~ ~ �9 ml m~ (42) 
q n l  ~ -  ~qCn ' 
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'm 2 ~7~ n 
. (43) T2bn ~ 2  -~- ~D'n 

Da m 2 > m t >> ran, ergibt sich aus den G1. (42) und (43): 

r 2 b n  - -  ~'lbn > 0. (45) 
7'bn 

Was die Ionisierungsgrade betrifft, so ergibt sich aus spektroskopi- 
schen Daten, daft fiir zwei Isotope desselben 1V[etalls die Ionisierungs- 
spannung des leichteren Isotops kleiner ist als die des schwereren. Da sich 
die Ionisierungsgrade verkehrt  proportional zu den ionisierungsspan- 
nungen verhalten, folgt, daft das leichtere Isotop stgrker ionisiert ist. Es 
gilt daher : 

> 0. (46) 
~b 

Aus den G1. (45) und (46) folgt, daft der Term [((lb --(2b)/~b + (r2b~ - -  
--rlbn)/rbn] rbn 7n w posi t iv is t .  Damit  % - - %  negativ wird, was ja tier 
Fall sein mug, weft es sonst keinen Hae//ner-Effekt geben wiirde, muft der 
Term [((lb - -  ~-2b)/~b + (r2bu - -  rib=)/rb~] rb~ 7~ (W - -  W~) fiberwiegen 
und negativ sein. Daft dieser Term tatsgchlich negat iv is t ,  ergibt sich aus 
G1. (40) zusammen mit  den G1. (46) und (47): 

?'2bu - -  r l b u  
. . . . . . . .  > o,  (47) 

r b u  

yon denen sich die letzte in Analogie zu G1. (45) ergibt. Es sind daher die 
in diesem Term auftretenden Gr6Ben ffir den Hae//ner-Effekt bestimmend. 
Es bleibt jetzt zu iiberlegen, ob einer der beiden Summanden des Klam- 
merausdrucks erheblich grSBer als der andere und mithin yon ent- 
scheidender Bedeutung ist. Dazu geht man wie folgt vor: 

Naeh Klemm 1~ ist der Ionisierungsgrad ~i eines Stoffes i proportional 
dem Massenverhgltnis (mi + mn)/m~: 

~ ~ (ss) 
m~ 

Daraus ergibt sich ngherungsweise: 

~lb  - -  ~2b i n  (~'~2 - -  grbl) 
(49) ~b ml 7n2 

Welters findet man auf Grun4 der zu den G1, (42) und (43) analogen Be- 
ziehungen : 

0~ m u  
rlbu (50) 

~'/?,! - ~  m u 
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und 

( / u  

r2bu - -  r l b u  m 2  ~ ~f~l 

rbu  m l  @ m 2  

Aus den G1. (49) und (52) ist unmit telbar  erkennbar, dab 

~lb  - -  ~2b r2bu - -  r l b u  

rbu  

m 2  m u  
r2bu ~ ( 5 1 )  

m2 + mu 

== mittlere Masse der unbeweglichen Ionen) nach Vereinfaehung: 

(52) 

(53) 

man kann daher den ersten Summanden gegenfiber dem zweiten vernach- 
l~ssigen und somit sagen, dag die Ursaehe ffir den ttae[[ner-Effek~ in dem 
Unterschied der Koeffizienten der Reibung der leiohten und sohweren 
bewegliohen Ionen an den unbewegliohen Ionen zu suehen ist. 

G1. (38) stellt also bei konstanter  elektrischer Feldst~rke und kon- 
stanter Temperatur  eine lineare Beziehung zwisehen den Variablen 
(w I - -  w2) und grad In YI/Y2 dar : 

w, - -  w2 = - -  (A + B g r a d  lnYX]'y2/ (54) 

A, B = Konstanten.  
I m  stationgren Zustand (w 1 - - w  2 ~ 0) - -  -,vomit der nach einer hin- 

reichend langen Versuchsdauer sich einstellende Zus~and bezeichnet sei, 
bei dem eine weitere Vergr6Berung des Trenneffekts praktisch nicht mehr 
erfolgt - -  erreicht grad In YI/Y2 ein Maximum: 

grad In st = - -  ~ "  

Bevor die Einfliisse der versehiedenen :Parameter auf die GrSge des 
Trenneffekts im einzelnen diskutiert werden, soll noeh eine Beziehung 
zwischen grad In YI/Y2 uncl dem Trenn/aktor Q, der in der einsehl/~gigen 
Literatur  hgufig als ~aB ftir den Trenneffek~ beniitzt wird, eingeftihrt 
werden. 

Der Ausdruck grad In YI/Y2 ist, da die Gesehwindigkeitsdifferenz 
w I - - w  2 ortsunabh/~ngig sein muB, unabhgngig yon der Ortskoordinate 
und bei vorgegebenen Versuehsbedingungen nut  eine ~'unktion tier dureh 
die Metallsehmelze IlieBenden Elektrizitgtsmenge. Eine ~nderung dieser 
Gesehwindigkeitsdifferenz mit  der Ortskoordinate kSnnte ngmlieh nut  
dann auftreten, wenn mindestens eine Teilehensorte eine besehleunigte 
:Bewegung ausfiihrt. Diese besehleunigte Bewegung ist abet  wiederum 
ausgesehlossen, da alle auf die Teilehen einwirkenden Krgfte im Gleieh- 
gewieh~ stehen. 
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Bei der eindimensionMen Betrachtungsweise gilt:  

grad  In Y1 __ �9 In Y1/Y2 (56) 

Die experimentellen Messungen des H a e ] ] n e r - E f f e k t s  am Li th ium n 
ergaben, dal] der Gradient  des Isotopenverhgltnisses in der Rich tung  des 
elektrischen Feldes tats~chlich kons tan t  ist. Auf Grund dieses Befundes 
ersehien es zweckm~l~ig, den Trennfaktor  Q wie folgt zu definieren: Der 
Trennfaktor  ist der Quotient  zweier Isotopenverhgltnisse (leichtes/sehweres 
Isotop) ; ngmlich des Verhs an der Stelle der grSl]ten Anreieherung 
des leiehten Isotops  (an der Anode, ~ ~- - - x * )  und  des Verhgltniss~s im 
Ausgangsisotopengemiseh, das in der Mitre der fadenf6rmigen Metall- 
sehmelze (~. - -  0) erhalten bleibt. Ffir den Trennfaktor  Q gilt also: 

(71I~2)o (57) 
In tegra t ion  yon  G1. (56) zwisehen den Grenzen ~ = - - x  und  ~ ~ 0 

ergibt unter  Beriieksichtigung yon  G1. (57) den gesuchten Zusammenhang  : 

]n Q ~ - -  x grad ln"/ l .  (58) 
72 

Fiir den station/iren Zustand gilt analog: 

In Qmax = - - x  grad In st" 

E i n f l u B  d e r  S t r o m d i e h t e  be i  k o n s t a n t e r  T e m p e r a t u r  

Das Problem ls  sieh auf die Behandlung der Abhgngigkeit  des Trenn- 
faktors  yon  der elektrisehen Feldstgrke zuriiekfiihren, da in e inem homo- 
genen elektrisehen Leiter zwisehen der Stromdiehte  d und  der elektrisehen 
Feldst~rke grad q~ folgender gusammenhang  besteht :  

grad q~ = - -  p d**, (60) 

p -= spezifiseher Widerst~and. 

* Vgl. Abb. 1 unten. 
** Die elektrisehe Feldst~rke ist der Spannungsabfall pro L/~ngeneinheit 

(em), wobei der SpannungsabfM1 das Produkt  aus der Stromst~rke i u n d  dem 
elektrisehen Widerstand R darstellt: 

grad q~ = - -  i R / L ,  (a) 
L = L~nge des elektrischen Leiters (cm). Ffir die Stromst~rke i gilt: 

i = q d (b) 
q = Leiterquerschnitt (cm 2) und ffir den Widers~and R:  

R = ~ L /q .  (c) 
Dureh Einsetzen yon i und R aus den G1. (b) und (c) in G1. (a) ergibt sich G1. (60). 
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Die  D i s k u s s i o n  soll  s ich  a u f  d e n  s t a t i on i~ ren  Z u s t a n d  besehr /~nken ,  w o b e i  

z u r  V e r e i n f a c h u n g  d e r  A b l e i t u n g e n  N ~ h e r u n g e n  e i n g e f i i h r t  w e r d e n .  

GI. (38) n i m m t  im stat ion~tren Z u s t a n d  u n t e r  Ber t i eks i ch t igung  der  
B e z i e h u n g e n  (53) u n d  (59) die F o r m :  

1 lnQra, ax ;T[r2bu--rlbu rbuyu(W Wu)+ 
X r b u  

_[_ ~ l b  - -  ~2b r2bn -- r l b n  r b n  Tn w (61) 
-~: rbn  

an.  Aus  G1. (19) erh~tlt~ m a n  m i t  den  G1. (30) u n d  (32) : 

z ~u 2, g r ad  ? = rbu Yb (W -- Wu) -- r u n  yn Wu (62) 

u n d  aus  G1. (20) m i t  den  B e z i e h u n g e n  (29) u n d  (31): 

- -  ~n  F g r a d  ~ = r b n  y b  • + run yu W u .  (63) 

Aus  den  G1. (62) u n d  (63) k 6 n n e n  die Geschwind igke i t en  w u n d  w u u n d  d a h e r  
a u c h  ihre  Differenz ( w -  wu) als F u n k t i o n e n  de r  e l ek t r i schen  Fe lds t~ rke  
expl iz i t  da rges te l l t  werden .  Die Ausdr t i eke  f t i r  w u n d  w - -  w u w e r d e n  s o d a n n  
in  GI. (61) e ingesetz t ,  was  den  g e s u c h t e n  Z u s a m m e n h a n g  zwischen  d e m  T r e n n -  
f a k t o r  Qmax u n d  der  Feldst/~rke g r ad  ? l iefert .  E s  e rg ib t  s ich:  

~n (rbu yb + r u n  yn) -- Z ~u run yu (64) 
w = --  F g r a d ~  yb  ( r b u r b n y b  + r b n r u n ~ / n  + r b u r u n y u )  ' 

~n rbu  + z ~u rbn 
Wu ~ -- 2, g r a d  ~ rbu rbn Yb + rbn r u n y n  + rbu r u n  y u  ' (65) 

~ n r u n  y n  - -  z ~u  (run y u  + rbn y b )  
w - -  Wu = - -  2 ,  g r a d  ? y b  (rbu rbn  y b  + rbn  r u n  y n  + rbu  run  y u )  (66 )  

Die G1. (64) u n d  (66) lassen s ich u n t e r  V e r w e n d u n g  folgender  N ~ h e r u n g e n  
v e r e i n f a e h e n  * - 

rbn ~ rbu, ( 6 7 )  

r ~  ~ rb~,  (68) 

run  m r b n .  ( 6 9 )  

Sie gehen  u n t e r  Be r t i eks i eh t igung  v o n  GI. (27) t iber  in :  

w ~ -- z 2 '  g r a d  ? ~'bn yn' (70) 

w -- wu ~ - - z  2' g r a d  ? (71) 
rbu yb 

�9 Die  Gfi l t igkei t  der  B e z i e h u n g e n  (67) bis  (69) l/~Bt s ieh zeigen, w e n n  m a n  
~hn l i eh  wie in  d e n  G1. (42) u ~ d  (43) die Re ibungskoe f f i z i en t en  p r o p o r t i o n a l  
d e n  r e d u z i e r t e n  Massen  der  be t e i l i g t en  Te i lchen  se tz t  u n d  m b ~ m u >~ m n 
ber t icks ich t ig t ,  wobei  m b die mi t t l e r e  iKasse der  bewegl ichen  u n d  ra u die m i t t -  
lere Masse  de r  u n b e w e g l i c h e n  I o n e n  b e d e u t e n .  
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In G1. (71) wird noch ~n - -~u  unter Verwendung der Beziehung (28) durch 
~ b  - -  ~u substituiert - -  dies ist im Hinblick auf eine spfiter folgende Diskus- 
sion notwendig - -  und man erh~ilt : 

w - wu ~ - z F grad ~rbu (yb § Yu) " (72) 

Die Ausdr/icke fiir w und uJ -- w u engspreehend den Gl. (70) und (72) werden 

in G1. (61) eingesetzt. 

Man findet : 

1 in Qmax - z F grad ~ [r2b u - -  ~lbu (~b ~u) "Y'u + 
X R T  rbu  " "(b @ ~'u t 

~b @ rbn  ~n . (73)  

Man erkennt, dab sieh nach diesen Uberlegungen in Qmax linear mit  der 
elektrischen Feldstarke und damit  entsprechend G1. (60) anch linear mit  
der Stromdichte andern miil3te. 

D ie  B e d e u t u n g  d e r  v e r s c h i e d e n e n  I o n i s i e r u n g s g r a d e  f i i r  d e n  
Hae//ner- Effekt 

In  G1. (73) t r i t t  eine neue Gr6ge, namlich die Differenz ~b - -  ~u der 
Ionisierungsgrade der bewegliehen und der unbeweglichen Ionen auf. Da 
grad ~ im vorliegenden Fall stets negat iv is t ,  folgt aus G1. (72), dab die 
Differenz ~ b -  ~u negativ sein mug, weil auch der Gesehwindigkeits- 
untersehied w - -  w u gemag G1. (40) negat iv is t .  Es gilt also : 

~b--~u < 0. (74) 

Das Ergebnis, dab die unbeweg]ichen Atome starker ionisiert sind als die 
beweglichen, soll im folgenden diskutiert werden. Fiir die Diskussion be- 
nStigt man zunachst eine konkrete physikalische Vorstellung fiir die zu 
Beginn ad hoc eingefiihrten Begriffe ,,bewegliche" und ,,unbewegliehe" 
Ionen bzw. Atome. Um eine solche Vorstellung zu gewinnen, betraehtet  
man die Verhaltnisse in einem geschmolzenen Metall in der Nahe des 
Sehmelzpunktes: Es ist bekannt,  dab hier in kleinen Bereichen noeh im- 
mer eine dem Gitter des festen Zustandes entsprechende Ordnung be- 
steht. Die Anzahl der Atome in einem solchen ,,Mikrobereich" dtirfte 
in der Gr6Benordnung yon 50 bis 150 liegenlL Die Mikrobereiche sind 
meist etwas gegeneinander versetzt und als ganzes beweglich, doch ist 

iv W. 2'inkelnburg, ]~infiihrung in die Atomphysik, Springer-Verlag Berlin, 
G6ttingen, Heidelberg (1962). 
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ihre Geschwindigkeit unter der Annahme, dab diese Bereiche aus etwa 
100 Atomen bestehen, 1/10 der Geschwindigkeit eines einzelnen Atoms 
(die Gesehwindigkeit ist verkehrt proportional der Quad_ratwurzel aus 
der t~iasse) und k6nnte daher in erster l~s vernachlassigt werden. 

Die St~rke der Ionisierung in Metallen - -  gleiehgiiltig ob im festen 
oder geschmolzenen Zustand des Metalles - -  wird dureh den Grad der 
(~berlagerung der Potentiale der einzelnen Atomriimpfe bestimmt. Diese 
~berlagerung bedingt eine Senkung der Potentialbarriere fiir die Valenz- 
elektronen, so dal] diese innerhalb des Atomverbandes frei beweglich wer- 
den. Es kann dann nieht mehr einem Metallion ein bestimmtes Elektron 
zugeordnet werden. Je kleiner die Abst~nde der Atomriimpfe werden, 
desto grSBer ist der Ionisiernngsgrad. 

Da der Abstand der Atomriimpfe in den Mikrobereichen wegen der 
hohen Ordnung sicherlieh kleiner als der mittlere Abstand der ungeord- 
neten, beweglichen Atomriimpfe ist, folgt, da~ die Ionisierung der relativ 
unbeweglichen Ionen in den Mikrobereichen hSher ist als in den dazwisehen- 
liegenden ungeordneten Bereiehen. 

Wie aus G1. (73) hervorgeht, ist die Differenz ~ b -  ~u ein Faktor, mit 
dam der fiir den Hae//ner-Effekt entscheidende Term (r2bu--hbu)/rbu 
multipliziert wird. Im Hinblick auf die Deutung des Hae]/ner-Effekts 
ist diese Differenz eine unanschauliche GrS~e ; sic kann aber mit der Wech- 
selwirkung zwischen den frei beweglichen Elektronen und den Ionen ver- 
knfipft warden, wenn man sieh folgende Ansehauung zu eigen macht: Im 
Augenbliek der Wechselwirkung (des Zusammenstol~es) zwischen einem 
Ion und einem Elektron ]iegt das Ion als nieht ionisiertes Atom vor. Es 
ist demnach dureh die Wechselwirkung der Ionisierungsgrad kleiner go- 
worden. Ein kleiner Ionisierungsgrad bedeutet also eine h~ufige Wechsel- 
wirkung. Da die Differenz ~ b -  ~u (wie schon friiher gesagt wurde) 
negativ sein mu~, wenn ein Haef/ner-Effekt auftritt, folgt, dab die H~u- 
figkeit der Wechselwirkungen der Elektronen mit den bewegliehen Ionen 
grSfter sein mu~ als mit den unbewegliehen Ionen. Als Folge der Wechsel- 
wirkung werden die gestoftenen Ionen eine Geschwindigkeitskomponente 
in der Bewegungsriehtung der Elektronen - -  also zur Anode hin - -  er- 
langen. Die Bewegung der Ionen wird aber dutch die lgeibung an den un- 
bewegliehen Ionen gebremst. Die bremsende Wirkung ist auf das sehwere 
Isotop gr5~er [s. G1. (45)], daher wird das leichtere Isotop sieh mit den 
Elektronen in stgrkerem AnsmaB zur Anode bewegen. 

Zwei Faktoren sind also als Ursache des HaeMner-Effekts anzusehen: 

1. Der Untersehied der Ionisierungsgrade der bewegliehen und un- 
bewegliehen Atome. 

2. Der relative Untersehied der Koeffizienten der Reibung der leiehten 
und schweren beweglichen Ionen an den unbeweglichen Ionen. 
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E i n f l u B  d e r  T e m p e r a t u r  a u f  d e n  T r e n n f a k t o r  

Es soll an H a n d  yon  G1. (73) untersucht  werden, wie sich der Trenn- 
faktor  Qmax des station//ren Zustandes mit  der Temperatur /~ndert .  Dazu 
sei angenommen,  dab die ionisierungsgrade ~-n und  ~u n~herungsweise 
tempera turunabh~ngig  sind, was flit den Temperaturbereich,  der fiir 
Exper imente  in Frage  kommt ,  sicherlich zutrifft.  Der Ionisierungsgrad ~n 
ist nach G1. (28) eine Funk t ion  der temperaturabh/~ngigen Molenbriiche 
Yb und yn und  wird sich daher mit  der Temperatur /~ndern.  

Erse tz t  man  in G1. (73) grad ? gems G1. (60) durch den spezifischen 
Widers tand  p und differenziert nach tier Temperatur ,  so erhs man :  

~lnQmax zFd([1 dp tz i [ r 2 b u  -- r ,bu u 

~ (75) 
rbn 

und welter mit den G1. (73) und (60): 

~lnQmax[dlnp,~ T , d T- 1) In Qmax - x ~zffd~[r2bu--rlbUrbu--- yb~b -- ~u dyb ~ +  yu d T 

~.b + rbn d T J" (76) 

Der letzte Term der rechten Seite yon G1. (76) kann noch umgeformt werden: 
Differenzieren yon G1. (28) nach der Temperatur ergib~: 

d~n 1 (~b dyb , �9 dyu~ 
d T  -- yb + y u .  d-T ~ ~.u ~ ] ,  (77) 

Da die Summe der Molenbriiche Yb + Yu temperaturabh~ngig ist, gilt: 

d yb d yu 
d T  d T " 

GI. (77) geht mit G1. (78) iiber in: 

d~n dyu  ~b--~u 
d T  d T  yb + yu 

Dieser Ausdruck fiir d ~n/d T wird in G1. (76) eingesetzt und man erh~lt : 

~lnQm~x t 'dlnp ~,) zs p 
T -- ~ d T  _ l n Q m ~ x - X ~ - ~ .  

.(•2bu --?' lbu r2bn -- 7'lbn ~Zb-- ~2b) ~b--  ~u d yu  
rbu ~"bn ~ ~'b + yu d T " 

(78) 

(79) 

(80) 

69* 
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Im Klammerausdruck des zweiten Terms der reehCen Gleiehungsseite is~ 
(~lb --~2b)/~b gegeniiber (r2b u --r lbu)/rbu gem~B G1. (53) vernachl~ssigbar. 
AuBerdem ergibt sich aus den G1. (42) und (43): 

r2bn  - -  r l b n  ~ m n  (m2  - -  m l )  (81) 
~bn m l  m 2  

und welter dutch Vergleich mit der Beziehtmg (49): 

~'2bn - -  r l b n  ~ lb  - -  ~2b , (82) 
~bn ~b 

SO d a ~  a u c h  (~2bn - -  r l b n ) / ~ b n  g e g e n u b e r  (~2bu - -  r lbu) /7"bu v e r n ~ c h ] a s s i ~  
werden kann. Damit vereinfacht sieh GI. (80) zu: 

_ _  1) z-Fd ? r2bu--rlbu ~ b - - ~ u  dyu  (83) 
/d . lnp  lnQmax- -X R T Vb-~-Vu d T "  

0 In Qmax 
~ T ~ d T rbu 

Der zweite Term auf der rechten Seite yon G1. (83) ist auf jeden Fall 
r, egativ. Dies geht aus den Beziehungen (47) un4 (74) und der Tatsaehe 
hervor, dab der Molenbruch 7u mit steigender Temperatur  nur kleiner 
werden kann, was einem negativen Vorzeichen des Differentialquotienten 
d yu/d T entspricht. 

Wenn der Klammerausdruck des ersten Terms 

falls negat iv is t ,  ergib~ sich aus GI. (83) eindeutig: 

In Qmax 
d 0 ,  

0 T  

(~T  ~) --1IT eben- 

(84) 

was bedeutet, dab der Trennfaktor Qmax mit  steigender Temperat.ur 
kleiner wird. 


